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概 要

最近，PainlevéVI型方程式とCalogero型可積分系の間の対応関係（Painlevé-Calogero
対応）がVI型以外の方程式にも拡張された．また，多自由度のCalogero系に対応し
て，Painlevé方程式の多自由度への拡張が得られた．これらの結果を解説する．

1 歴史的背景
Painlevéが「動く分岐点をもたない」二階の代数的非線形微分方程式の分類によって今

日Painlevé方程式と呼ばれるものを見いだしたのは 20世紀初頭である [1]．Painlevéはい
くつかの場合（特にVI型方程式）を見落としたが，それを弟子のGambierが補って [2]，
最終的に分類が完成した．Painlevéが注目した「動く分岐点をもたない」という性質は今
日「Painlevé性」と呼ばれ，それを解の極の周りでの展開に基づいて調べる解析方法が
「Painlevé解析」の名で普及している．実際には，Painlevéよりも以前にKowalevskayaが
別の問題（剛体運動の方程式の可積分性）で非線形方程式の解の極に注目する考え方を有
効に用いている [3]．その際にKowalevskayaが開発したのがまさに前述の極の周りの展開
を調べる方法である．したがってこの方法はむしろ「Kowalevskaya-Painlevé解析」と呼
ばれるのがふさわしい．
Painlevéの分類が完成するころ，R. Fuchs（「Fuchs型方程式」や「Fuchsの関係」など

で微分方程式論にも名を残しているL. Fuchsはその父親である）がPainlevé VI型方程式
に対して次の二つの新しい見方を提案した [4]：

1. 線形常微分方程式の等モノドロミー変形としての視点

2. 楕円積分からの視点

この第一の視点は間もなく Schlesinger[5] やGarnier[6]に引き継がれて発展したその後
は長い休眠期に入ったが，1970年代に数理物理の問題（Ising模型，ソリトン理論，その
他）との関連が明らかになってから研究が盛んになり，今日に至っている．
これに対して，第二の視点は直後にPainlevé [7]が注目して少し発展させた後，ほとん

ど忘れ去られていた．ちなみに，Okamoto [8]は VI型方程式の対称性に関する研究の中
でPainlevéのこの仕事に触れている．Manin[9]は実に 90年ぶりにFuchsとPainlevéのこ
の仕事を採り上げて，非常に興味深い結果を示した．
Painlevéは Fuchsの提案を楕円函数によるVI型方程式の従属変数の変換として議論し

たのだが，Maninはさらに楕円曲線のモジュラスを独立変数として方程式を書き直すこと
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（すなわち独立変数の変換）を考えて，楕円函数をポテンシャルとする非自励Hamilton系
がVI型方程式の別表現として得られることを指摘した．ManinはそのHamiltonianがあ
る種の可積分系の問題 — TreibichとVerdierが研究した [10] — に現れるものと似ている
ことを注意しているが，それ以上の関連性は追求していない．
LevinとOlshanetskyはManinのHamiltonianが Inozemtsev系と呼ばれる可積分系 —

Calogero系と呼ばれる可積分系 [12]の一つの拡張として Inozemtsev[13, 14] が提案した
— のHamiltonianに他ならないことを指摘して，Painlevé方程式とCalogero系の間のこ
の対応を「Painlevé-Calogero対応」と呼んだ [11]．これが本稿の主題の由来である．
なお，本稿で紹介する結果についてはすでに論文にまとめているので [15] 詳細はそち

らを参照されたい．

2 PVI型方程式に対するPainlevé-Calogero対応
Painlevé VI 型方程式は次のような二階の非線形常微分方程式である．

d2λ

dt2
=

1

2

(
1

λ
+

1

λ − 1 +
1

λ− t

)(
dλ

dt

)2

−
(
1

t
+

1

t− 1 +
1

λ− t

)
dλ

dt

+
λ(λ − 1)(λ − t)

t2(t− 1)2
(
α +

βt

λ2
+
γ(t− 1)
(λ− 1)2 +

δt(t− 1)
(λ− t)2

)
. (1)

この方程式をFuchs，Painlevé，Maninがどのように書き換えて行ったかをたどってみよう．

2.1 Fuchsの書き換え

R. Fuchsはこの方程式を次の形に書き換えた．

t(1− t)Lt

∫ λ

∞

dz√
z(z − 1)(z − t)

=
√
λ(λ − 1)(λ − t)

[
α+

βt

λ2
+
γ(t− 1)
(λ − 1)2 +

(
δ − 1

2

)
t(t− 1)
(λ − t)2

]
. (2)

ここで Lt は Picard-Fuchs作用素1と呼ばれる二階の常微分作用素

Lt = t(1− t)
d2

dt2
+ (1− 2t) d

dt
− 1
4
, (3)

である．Picard-Fuchs作用素はもともと完全楕円積分の満たす微分方程式（Picard-Fuchs
方程式）

Lt

∮
γ

dz√
z(z − 1)(z − t) = 0 (4)

に現れるものである．R. Fuchsはそれを不完全楕円積分に対して適用したわけであるが，
結果として，導函数を含む項がすべて不完全楕円積分に吸収される，という不思議なこと
が起こる．これはあとで示すV型以下の方程式の書き換えにも共通する特徴である．

1この Fuchsは R. Fuchsの父親の L. Fuchsである．

2



2.2 Painlevéの書き換え

PainlevéはFuchsの得た方程式をWeierstrass ℘函数で書き直した．Painlevéにならって

q =
1

2(e2 − e1)1/2

∫ λ

∞

dz√
z(z − 1)(z − λ)

(5)

という従属変数の変換 λ → q を考える（ただしこれはすでにManin流に少し書き直して
ある）．1, τ を基本周期とする ℘ 函数

℘(u) = ℘(u | 1, τ ) = 1

u2
+

∑
(m,n) �=(0,0)

(
1

(u+m+ nτ )2
− 1

(m+ nτ )2

)
(6)

を用いればこの式を λ について解くことができて

λ =
℘(q)− e1

e2 − e1
(7)

となる．ここで e1, e2, e3 は三つの半周期点

ω1 =
1

2
, ω2 = −1

2
− τ

2
, ω3 =

τ

2

における ℘ の値

en = ℘(ωn) (8)

である．
この従属変数の変換は楕円曲線（Fuchsの楕円積分の背後にある）

y2 = z(z − 1)(z − t) (9)

の媒介変数表示

z =
℘(u)− e1

e2 − e1

, y =
℘′(u)

2(e3 − e1)3/2
, (10)

に対応している．この媒介変数表示によって

u = ω1 ←→ z = 0,

u = ω2 ←→ z = 1,

u = ω3 ←→ z = t

というように三つの半周期点がFuchsの楕円曲線の三つの分岐点 z = 0, 1, t と対応してい
る．四つ目の分岐点 z =∞ は u = ω0 = 0 に対応する．
この変数変換によって (2)は以下のように変わる．まず左辺は

t(1− t)Lt

(
2(e2 − e1)

12q
)

に変わる．右辺については，括弧を展開して各項ごとに考えれる．最初の項については ℘

函数の満たす微分方程式

℘′(u)2 = 4(℘(u)− e1)(℘(u)− e2)(℘(u)− e3) (11)
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を用いれば√
λ(λ − 1)(λ − t) = (e2 − e1)

−3/2
√
(℘(q)− e1)(℘(q)− e2)(℘(q)− e3)

=
1

2
(e2 − e1)

−3/2℘′(q)

というように書き換えられる．他の項については ℘ 函数の半周期によるずらしの公式

℘(u+ ωj) = ej +
(ej − ek)(ej − e
)

℘(u)− ej)
(12)

（j, k, � は 1, 2, 3 の巡回置換）を用いれば

(e2 − e1)
3/2

2
℘′(q + ωn) (n = 1, 2, 3)

の一次結合になることがわかる．こうして Fuchsの方程式は従属変数の変換 λ → q に
よって

t(1− t)Lt

(
2(e2 − e1)

1/2q
)
=
1

2
(e2 − e1)

−3/2
3∑

n=0

αn℘(q + ωn) (13)

という形に書き換えられる．ただし

α0 = α, α1 = −β, α2 = γ, α3 = −δ + 1/2 (14)

である．これが Painlevéの行った書き換え（をManin流に修正したもの）である．

2.3 Maninの書き換え

Maninはここでさらに独立変数の変換 t→ τ を行う．t と τ は

t =
e3 − e1

e2 − e1
. (15)

という関係で結ばれている（en 達は ℘ 函数の半周期点での値だから τ の函数である）．
幾何学的にはいずれも楕円曲線族のモジュラスである．t の方は Jacobiの楕円函数論で
いうモジュラスであり，τ はそれを上半平面で見るものである．Maninはこの変数変換の
Jacobianが

dτ

dt
=

πi

t(t− 1)(e2 − e1)
, (16)

という美しい表示をもつ．これを用いると Picard-Fuchs 作用素を τ についての微分作用
素に書き換える等式

(e2 − e1)
3/2t(1− t) ◦ Lt ◦ (e2 − e1)

1/2 = (πi)2
d2

dτ 2
(17)

が得られる（◦ は作用素の合成を表わす）．この等式を用いると (13)は

(2πi)2
d2q

dτ 2
=

3∑
n=0

αn℘
′(q + ωn), (18)
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という微分方程式に変わる．これがManinの見出した方程式である．
この方程式は非自励Hamilton系

2πi
dq

dτ
=
∂H
∂p

, 2πi
dp

dτ
= −∂H

∂q
(19)

の形にも表わせる．Hamiltonianは

H = p2

2
−

3∑
n=0

αn℘(q + ωn). (20)

となる．このHamiltonianは ℘ 函数を通じて τ に依存する（したがって上のHamilton系
は非自励系である）ということに注意されたい．

2.4 楕円型 Inozemtsev系との比較

楕円型 Inozemtsev系は直線上の多体粒子系である．その運動方程式（粒子数を � とす
る）は

H =

∑

j=1

(
p2

j

2
+

3∑
n=0

g2
n℘(qj + ωn)

)
+ g2

4

∑
j �=k

(℘(qj − qk) + ℘(qj + qk)) (21)

というHamiltonianによって正準方程式

dqj

dt
=
∂H
∂pj

,
dpj

dt
= −∂H

∂qj

(22)

に書ける．g0, . . . , g4 は結合定数であり，℘ 函数のモジュラス τ もここでは定数として扱
われる．当然これは自励系である．Inozemstevはこの系をCalogero系の一般化の一つと
して見出した（実際には双曲線函数や有理函数をポテンシャルをもつ系も与えている）．
Maninの方程式のHamiltonianは InozemtsevのHamiltonian の � = 1 の場合に他なら

ない（この場合には二体ポテンシャルが存在しない）．これが LevinとOlshanetsky の注
目した点である．両者の大きな違いは，Maninの方程式では τ が時間変数の役割を演じ
る（したがって非自励系となる），という点にある．� が一般の値の場合にも，Maninの
方程式の拡張として，

2πi
dqj

dτ
=
∂H
∂pj

, 2πi
dpj

dτ
= −∂H

∂qj
(23)

という方程式を考えることができる．この方程式にはトーラス上の常微分方程式の等モ
ノドロミー変形の方程式としての解釈がある（Takasaki[16]）が，今はそこには立ち入ら
ない

3 V型以下の方程式について
最近，V 型以下の Painlevé方程式に対しても同様の対応があるということがわかった．

このことを理解するにはPainlevé方程式の退化関係（Okamoto[17]）が重要な手掛かりと
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なる．Painlevéの六つの方程式は退化操作によってつながっている．その関係は図式的に

PVI −→ PV −→ PIV

↓ ↓
PIII −→ PII −→ PI

という形に表現できる．特に，V型以下の方程式にはいずれもVI型方程式から退化操作に
よって到達できることになる．実は，Inozemtsev系についても楕円型から出発する同様の退
化図式が存在することが（Painlevé方程式とは無関係に）知られていた（van Diejen[18]）．
結果的には，この退化関係に沿って「Painlevé-Calogero対応」も V型以下に遺伝するの
である．
このことは二階方程式とHamilton形式の両方の形式で確かめることができる（ただし

II型と I型は Hamilton形式でないと議論できない）．ここでは二階方程式の形で説明し
よう．これは Fuchs・Painlevé・Maninの議論をV型以下に拡張するものである．

3.1 V型方程式に対するFuchsの方程式の類似

Painlevé V 型方程式（PV）は次のような形をしている．

d2λ

dt2
=

(
1

2λ
+

1

λ− 1
)(

dλ

dt

)2

− 1
t

dλ

dt

+
λ(λ − 1)2

t2

(
α+

β

t2
+

γt

(λ− 1)2 +
δt2(λ+ 1)

(λ − 1)3
)
. (24)

VI型方程式から退化操作でこれを導くには変数とパラメータを

t = 1 + εt̃, α = α̃, β = β̃, γ =
γ̃

ε
− δ̃

ε2
, δ =

δ̃

ε2
(25)

と設定して α̃, . . . , δ̃ と t̃ を有限に保ちつつ ε→ 0 の極限をとる．これは物理でいう「ス
ケール極限」（scaling limit）の一種である．
このスケール極限で Fuchsの方程式 (2)の方程式の構成要素には次のことが起こる：

1. Picard-Fuchs作用素：

t(1− t)Lt −→ t̃2
d2

dt̃2
+ t̃

d

dt̃
=

(
t̃
d

dt̃

)2

.

2. 右辺の α+ · · · の部分：

α +
βt

λ2
+
γ(t− 1)
(λ− 1)2 +

(
δ − 1

2

)
t(t− 1)
(λ− t)2

−→ α̃+
β̃

λ2
+

γ̃t̃

(λ − 1)2 +
δ̃t̃2(λ + 1)

(λ− 1)3 .

3. 右辺の平行根因子： √
λ(λ − 1)(λ − t) −→

√
λ(λ− 1).

4. 不完全楕円積分： ∫ λ

∞

dz√
z(z − 1)(z − t)

−→
∫ λ

∞

dz√
z(z − 1) .
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こうしてV型方程式に対する Fuchsの方程式の類似(
t
d

dt

)2 ∫ λ

∞

dz√
z(z − 1) =

√
λ(λ − 1)

(
α+

β

λ2
+

γt

(λ− 1)2 +
δt2(λ+ 1)

(λ − 1)3
)

(26)

が得られる（最後に α̃, . . . , δ̃ と t̃ を α, . . . , δ と t に書き直した）．

3.2 V型方程式に対するManinの方程式の類似

(26)に対して

q =

∫ λ

∞

dz√
z(z − 1) . (27)

という量を導入して λ → q という従属変数の変換を考える．実は VI型の場合の議論を
忠実にたどるにはむしろ

q =
1

2πi

∫ λ

∞

dz√
z(z − 1)

を考えるべきである．実際，上の退化操作は t → 1 に伴う楕円曲線から特異有理曲線へ
の退化

y2 = z(z − 1)(z − t) → y2 = z(z − 1)2

を伴っているが，このときVI型の場合の q の定義式の右辺の定数因子は

2(e2 − e1)
1/2 → 2πi

という極限をもつことがわかるからである．実質的違いはないので，ここでは計算が少し
簡単になる上の定義を採用する．2πiを挿入すれば以下に現れる双曲線函数は三角函数に
変わる．
q を定義する積分は具体的に計算できる（微積分の演習問題だと思って各自やってみる

こと！）．答は

q = log

(√
λ − 1√
λ+ 1

)
(28)

となる．
√
λ について解けば

√
λ = − coth(q/2). (29)

となる．要するに，℘ に対応するのは今の設定では coth2 ということになる．幾何学的に
は，Im τ →∞ という極限でトーラスが円柱面に変わったことに対応する．なお，この積
分型の変数変換自体は実質的にはすでに知られていた（Iwasaki他 [19]）．
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この q を用いて Fuchsの方程式の類似 (26) を書き直す．方程式の右辺の各項は

√
λ(λ − 1) = − cosh(q/2)

sinh3(q/2)
,

√
λ(λ − 1) 1

λ2
= − sinh(q/2)

cosh3(q/2)
,

√
λ(λ− 1) 1

(λ − 1)2 = −1
2
sinh(q),

√
λ(λ− 1) (λ+ 1)

(λ − 1)3 = −λ
3/2 + λ1/2

(λ − 1)2 = −1
4
sinh(2q)

というように表わせるので，方程式は(
t
d

dt

)2

q = −∂V (q)
∂q

(30)

となる．ここで V (q) は

V (q) = − α

sinh2(q/2)
− β

cosh2(q/2)
+
γt

2
cosh(q) +

δt2

8
cosh(2q) (31)

という「ポテンシャル」である．これがV型方程式に対するManinの方程式の類似である．
この二階方程式はHamiltonian H = p2/2 + V (q) によってただちにHamilton系

t
dq

dt
=
∂H
∂p

, t
dp

dt
= −∂H

∂q
(32)

に書き直せる．これは log t を時間変数とする非自励Hamilton系である．
実は Inozemtsev自身の議論した系の中にはこのHamiltonian

H = p2

2
− α

sinh2(q/2)
− β

cosh2(q/2)
+
γt

2
cosh(q) +

δt2

8
cosh(2q) (33)

に対応するものがある（実際には LeviとWojciechowskiがそれ以前にCalogero系の拡張
として見つけていた系 [20]である）．それは

H =

∑

j=1

(
p2

j

2
+

g2
0

sinh2(qj/2)
+

g2
1

cosh2(qj/2)
+ g2

2 cosh(qj) + g2
3 cosh(2qj)

)

+g2
4

∑
j �=k

(
1

sinh2((qj − qk)/2)
+

1

sinh2((qj + qk)/2)

)
(34)

という形をしている．上で得たHamiltonianは � = 1のとき（二体ポテンシャルは存在せ
ず）に相当する．違いは結合定数の一部が t に依存することである．

3.3 退化操作を経由しない方法

退化操作によって IV型以下のPainlevé方程式に対するFuchsやManinの方程式の類似
を求めることは，原理的には可能だが，技術的には非常に面倒になる．幸い，退化操作を
経由しない直接的な方法がある．
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要は λ から q への変数変換を適切に決めることができればよいわけであるが，実はV

型・IV型・III型の方程式ではそれが方程式の形から読み取れるのである．
VI型・V型方程式の (dλ/dt)2 の項の係数に注目しよう．この係数は q を定義する積分

の被積分函数と

1√
z(z − 1)(z − t)

= exp

[
−
∫
1

2

(
1

z
+

1

z − 1 +
1

z − t

)
dz

]
,

1√
z(z − 1) = exp

[
−
∫
1

2

(
1

2z
+

1

z − 1
)
dz

]
(35)

という簡単な関係で結ばれていることに気がつく．このことから，IV型方程式

d2λ

dt2
=
1

2λ

(
dλ

dt

)2

+
3

2
λ3 + 4tλ2 + 2(t2 − α)λ + β

λ
. (36)

と III型方程式

d2λ

dt2
=
1

λ

(
dλ

dt

)2

− 1
t

dλ

dt
+

λ2

4t2

(
α+

βt

λ2
+ γλ +

δt2

4λ3

)
. (37)

に対しても，同じやり方で q 変数が定義できるのではないか，というアイディアが思い
浮かぶ．以下ではこれが実際にうまく行くことを説明する．
なお，II型方程式

d2λ

dt2
= 2λ3 + tλ+ α (38)

と I型方程式

d2λ

dt2
= 6λ2 + t (39)

については明らかにこういうやり方が通用しない．これらについては別途扱う必要がある．

3.4 IV型方程式の場合

方程式から読み取れる被積分函数は

exp

(
−
∫

dz

2z

)
=

1√
z

(40)

である．q の定義は

q =

∫ λ dz√
z
= 2
√
λ (41)

となる．逆に解けば

λ =
(q
2

)2

(42)

となる．この変数変換で IV型方程式は

d2q

dt2
= −∂V (q)

∂q
(43)
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という形に変わる．ポテンシャルは

V (q) = −1
2

(q
2

)6

− 2t
(q
2

)4

− 2(t2 − α)
(q
2

)2

+ β
(q
2

)−2

(44)

で与えられる．
これもまたHamilton系

dq

dt
=
∂H
∂p

,
dp

dt
= −∂H

∂q
(45)

に書き直せる．Hamiltonianは

H = p2

2
− 1
2

(q
2

)6

− 2t
(q
2

)4

− 2(t2 − α)
(q
2

)2

+ β
(q
2

)−2

(46)

という形をもつ．この Hamiltonianにも Levi・Wojciechowski と Inozemtsevが論じた系
の中に対応するものが見つかる．それは

H =

∑

j=1

(
p2

j

2
+ g2

0q
6
j + g2

1q
4
j + g2

2q
2
j + g2

3q
−2
j

)
+ g2

4

∑
j �=k

(
1

(qj − qk)2
− 1

(qj + qk)2

)
(47)

というHamiltonianである．Painlevé IV型方程式から得られたものはそれを � = 1 の場
合に制限して結合定数を時間変数に依存するものに置き換えた形をしている．

3.5 III型方程式の場合

III型方程式の場合には q を定義する積分の被積分函数は

exp

(
−
∫

dz

z

)
=
1

z
(48)

となる．q は

q =

∫ λ dz

z
= log λ (49)

で定義され，逆変換は

λ = eq (50)

となる．III型方程式は (
t
d

dt

)2

q = −∂V (q)
∂q

(51)

に変わる．ポテンシャルは

V (q) = −α
4
eq +

βt

4
e−q − γ

8
e2q +

δt2

8
e−2q. (52)

となる．
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この運動方程式もただちにHamilton系

t
dq

dt
=
∂H
∂p

, t
dp

dt
= −∂H

∂q
(53)

に書き直せる．時間変数が log t であることはV型と似ている．Hamiltonianは

H = p2

2
− α

4
eq +

βt

4
e−q − γ

8
e2q +

δt2

8
e−2q (54)

というものになる．実はこれは Inozemtsevの分類したHamiltonianには入っていない．し
かしこれを前述の双曲型 Hamiltonianがさらに退化した場合として (� が一般の場合も含
めて）導出することはできる．実際，van Diejenはまさにそのようなやり方でこの形の
Hamiltonianに到達している．

4 Hamilton形式でのPainlevé-Calogero対応
以上で説明したのは二階の方程式のレベルでの対応であるが，実はこの対応はHamilton

系の間の時間依存の正準変換として定式化することもできる．これによって II型と I型の
位置づけも明らかになる．

4.1 Painlevé方程式のHamilton構造

Malmquistが最初に指摘したように [21]，Painlevé方程式はいずれも

dλ

dt
=
∂H

∂µ
,

dλ

dt
= −∂H

∂λ

という形のHamilton系として表わせる．Hamilton系としての表示には任意性があるが，
ここでは次のような「多項式型」（これは λ, µ について多項式であることを意味する）の
Hamiltonianによる表示（Okamoto[17]）を考える．

VI型 H =
λ(λ − 1)(λ− t)

t(t− 1)
[
µ2 −

(
κ0

λ
+

κ1

λ− 1 +
θ − 1
λ− t

)
µ+

κ

λ(λ − 1)
]
.

V型 H =
λ(λ − 1)2

t

[
µ2 −

(
κ0

λ
+

θ1

λ− 1 −
η1t

(λ − 1)2
)
µ+

κ

λ(λ − 1)
]
.

IV型 H = 2λ

[
µ2 −

(
λ

2
+ t+

κ0

λ

)
µ+

θ∞
2

]
.

III型 H =
λ2

t

[
µ2 −

(
η∞ +

θ0

λ
− η0t

λ2

)
µ +

η∞(θ0 + θ∞)
2λ

]
.

II型 H =
µ2

2
−
(
λ2 +

t

2

)
µ−

(
α+

1

2

)
λ.

I型 H =
µ2

2
− 2λ3 − tλ.

κ0, κ1, θ などの定数は Painlevé方程式のパラメータと簡単な代数的関係にある．
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4.2 正準変換のつくり方

Inozemtsev系との間の正準変換は q と λ の関係を (q, p) と (λ, µ) の間の関係に拡張す
ることによって得られる．そのような関係を発見的に見出すやり方をVI型の場合につい
て説明する．
鍵は Painlevé方程式の Hamilton表示の中で λ が満たす方程式にある．VI型の場合に

それを書き下せば

dλ

dt
=
λ(λ − 1)(λ− t)

t(t− 1)
(
2µ − κ0

λ
− κ1

λ − 1 −
θ − 1
λ− t

)
(55)

となる．これを µ について解けば

µ =
t(t− 1)

2λ(λ − 1)(λ− t)

dλ

dt
+
1

2

(
κ0

λ
+

κ1

λ− 1 +
θ − 1
λ− t

)
(56)

となる．ここに λ を q で表わす式 (7) を代入する．λ を t で微分すると

dλ

dt
=

(
℘′(q)
e2 − e1

dq

dτ
+ fτ (q)

)
dτ

dt
(57)

となる．ただし

f(u) =
℘(u)− e1

e2 − e1
, fτ (u) =

∂f(u)

∂τ
.

という記号を用いた．dq/dτ は

dq

dτ
=

1

2πi

∂H
∂p

=
p

2πi
(58)

で与えられる．dτ/dt は (16)を用いて書き換える．こうして µ の q, p, τ による表示

µ =
e2 − e1

℘′(q)
p +

2πi(e2 − e1)
2

℘′(q)2
fτ (q)

+
e2 − e1

2

(
κ0

℘(q)− e1
+

κ1

℘(q)− e2
+

θ − 1
℘(q)− e3

)
(59)

が得られる．
この発見的に導かれた式 (59)を (7)とともに改めて変数変換 (q, p) → (λ, µ) の「定義

式」として採用するのである．このとき

µdλ −Hdt = pdq −H dτ

2πi
+ exact form (60)

という等式が成立することが証明できる．これは二つのHamilton系が時間依存の正準変
換で結ばれることを示している．
同様のやり方でV型から III型についてすでに示した対応を時間依存の正準変換に翻訳

することができる．
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4.3 II型と I型の場合

II型と I型については直接に考える．そもそもどのような Hamilton系へ変換するかが
問題だが，III型までの結果を見れば，Hamiltonianが

H = p2

2
+ V (q)

という形の標準的な運動項とポテンシャルをもつような系へ変換することが基本的な方針
と判断される．I型の場合はすでにその形になっているので，II型のみ考えればよい．
そのような変換として

λ = q, µ = p + λ2 +
t

2
(61)

という時間依存の正準変換がすぐに見つかる．これは II型の方程式のHamilton表示を

H = p2

2
− 1
2

(
q2 +

t

2

)2

− αq (62)

というHamiltonianをもつHamilton系へ写す．
単にこれだけでは (I型のHamiltonianも含めて）Calogero型の系と呼ぶべきかどうかは

問題だが，実はこれらのHamiltonianも含めて六種類のHamiltonian H が六つのPainlevé
方程式の間の退化関係に対応する退化操作で結ばれることが確かめられる．これによって，
II型と I型の場合もCalogero側のHamiltonianが正しく理解されていることがわかる．

5 多成分Panlevé方程式へ
Painlevé方程式に対応する Inozemtsev系はいずれも一自由度（� = 1）のHamilton系で

あるが，Inozemtsev系自体は多自由度でも定義されている．当然，それに対応するPailevé
型方程式が存在するかどうかが問題になる．これについても一応の解答が得られている．
それによれば，2� 個の正準変数 λj , µj (j = 1, . . . , �) をPainlevé側にも用意して，共役

対 (λj, µj), (qj, pj) ごとに一自由度の場合と同じ形の函数関係を設定すれば，それを時間
依存の正準変換とするようなHamilton系がPainlevé側にも存在することがわかる．その
Hamiltonian H は正準変数（と時間変数）について「有理函数」で，

H =

∑

j=1

Hj +二体相互作用項 (63)

という形をもつ．Hj は (λj, µj) について Painlevé方程式のHamiltonianと同じ形をして
いる．また二体相互作用項は λj = λk においてCalogero型（つまり (λj−λk)

−2）の特異性
をもつ．言い替えれば，� 個の独立なPainlevé方程式を用意して，それらの間にCalogero

型の相互作用（実際にはそれよりも複雑）を導入したものになっている．たとえばVI型
の場合には

H =

∑

j=1

λj(λj − 1)(λj − t)

t(t− 1)
[
µ2

j −
(
κ0

λj
+

κ1

λj − 1 +
θ − 1
λj − t

)
µj +

κ

λj(λj − 1)
]

+
g2
4

2t(t− 1)
∑
j �=k

[
λj(λj − 1)(λj − t) + λk(λk − 1)(λk − t)

8(λj − λk)2
− 2(λj + λk)

]
(64)
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というHamiltonianになる．
これはいわば Painlevé系の「多成分版」である．多自由度系という点は Painlevé方程

式の拡張である「Garnier系」（Garnier[6], Okamoto[17]）と共通するが，Hamilton系と
しての構造はまったく異なる．この系も何らかの意味で Riemmann球面上の常微分方程
式の「等モノドロミー変形」を記述するものであることが期待されるが，今のところよく
わからない．
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